
Applicazioni lineari (cenni)

A : V → V, A : u "→ v := A(u)

A lineare se per ogni λ1, λ2 ∈ R e per ogni u1,u2 ∈ V, si ha
A(λ1u1 + λ2u2) = λ1A(u1) + λ2A(u2)

indichiamo con Au = A(u), e con Lin(V) l’insieme delle applicazioni
lineari di V in V (tensori del secondo ordine)

Oss. A(λe) = λA(e) (vettori paralleli si trasformano in vettori
paralleli)
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Applicazioni lineari (cenni)

applicazione identità: Iu = u per ogni u ∈ V

applicazione nulla: Ou = o per ogni u ∈ V

Somma: A,B ∈ Lin "→A + B ∈ Lin, t.c. (A + B)u = Au + Bu, per
ogni u ∈ V

Prodotto:A ∈ Lin, λ ∈ R, (λ,A) "→ λA ∈ Lin, t.c. (λA)u = λ(Au),
per ogni u ∈ V

Oss. Lin con le operazioni introdotte è uno spazio vettoriale.

Prodotto di composizione: A,B ∈ Lin "→ AB ∈ Lin, t.c.
(AB)u = A(Bu), per ogni u ∈ V. Oss. In generale AB $= BA.



Applicazioni lineari: diade

a,b ∈ V, a ⊗ b ∈ Lin , (a ⊗ b)u = (b · u)a, per ogni u ∈ V
(prodotto diadico o tensoriale)
Oss. (a ⊗ b)u // a
e versore, (e ⊗ e)u = (u · e)e (proiettore)

e
u(e ⊗e)u

(e1, e2, e3), terna cartesiana, I = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3

e versore, (I − e ⊗ e)u = u − (u · e)e (proiettore ortogonale)

(I −e ⊗e)u

e
u

πe



Rappresentazione cartesiana delle applicazioni lineari

(e1, e2, e3)...terna destra di versori mutuamente ortogonali

A ∈ Lin(V), Aij = e i · Ae j

[A] =




A11 A12 A13
A21 A22 A23
A31 A32 A33





↑ ↑ ↑
Ae1 Ae2 Ae3

v = Au in componenti dà vi =
∑3

j=1 Aijuj




v1
v2
v3



 =




A11 A12 A13
A21 A22 A23
A31 A32 A33








u1
u2
u3





(a ⊗ b)ij = aibj



Trasposta

Data A ∈ Lin(V) esiste unica AT ∈ Lin(V) tale che
Au · v = ATv · u per ogni u, v ∈ V

Proprietà
1 (A + B)T = AT + BT

2 (λA)T = λAT

3 (AB)T = BTAT

4 (a ⊗ b)T = b ⊗ a

5 [AT ] = [A]T



Applicazioni simmetriche e antisimmetriche
S simmetrica sse S = ST (S ∈ Sym)

[S] =




S11 S12 S13
S12 S22 S23
S13 S23 S33



 (Sij = Sji )

W antisimmetrica sse W = −W T (W ∈ Skw)

[W ] =




0 W12 W13

−W12 0 W23
−W13 −W23 0



 (Wij = −Wji )

w = (−W23,W13,−W12) ... vettore assiale, t.c. Wv = w × v

A = symA + skwA, symA = 1
2 (A + AT ), skwA = 1

2 (A− AT )



Rotazioni

e ∈ V ... versore

ϕ ∈ [0, 2π[

W ∈ Skw tale che Wu = e × u per ogni u ∈ V

R = e ⊗ e + cos ϕ(I − e ⊗ e) + sinϕW (formula di rappr. di
Eulero)

Re = e RTR = I (Dim. vedi dopo)

Ru · Rv = u · v per ogni u, v ∈ V ⇒ |Ru| = |u| per ogni u ∈ V

|Ru| |Rv | cos ̂(Ru)(Rv) = |u| |v | cos ûv ⇒ cos ̂(Ru)(Rv) = cos ûv

Rv
v

u

R

θ θ Ru



Rotazioni
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OH=OB cos ϕ
OH=OB sin ϕ

ϕ

ϕ

D

Ru = Ru‖ + Ru⊥

Ru‖ = u‖ = C − O
Ru⊥ = cos ϕu⊥ + sinϕe × u⊥ = D − O
R ... rotazione di ampiezza ϕ e asse e
Oss. Al variare di e e ϕ si generano tutte le rotazioni dello spazio



Rotazioni (rappresentazione cartesiana)

(e1, e2, e3)...terna cartesiana

e3 ≡ e

Re1 = cos ϕe1 + sinϕe2

Re2 = − sinϕe1 + cos ϕe2

Re3 = e3

[R] =




cos ϕ − sinϕ 0
sinϕ cos ϕ 0

0 0 1



 (Verificare RTR = I )



Rotazioni infinitesime

R = I +ϕW +o(ϕ) = I +W̄ +o(ϕ) , W̄ = ϕW per ϕ→ 0

Ru =u + ϕWu = u + ϕe × u = u + w × u

w = ϕe ... vettore rotazione di W̄
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u


